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7.3     多元复合函数求导法

( ), ( )y f u u xϕ= =一元复合函数

( ) ( )u x x y f u x
u

ϕ= =在点 处可导，而 在与

相对应的点 处可导，则

d d d
d d d

y y u
x u x
= ⋅

u xy
链式法则

变量关系图：
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( , )
(1) ( )

( )

z f u v
u t
v t

ϕ
ψ

=
 =
 =

( , )
(3) ( , ) [ ( , ), ( , )]

( , )

z f u v
u x y z f x y x y
v x y

ϕ ϕ ψ
ψ

=
 = =
 =

( , , )
[ ( , ), , ]

( , )
z f u x y

z f x y x y
u x y

ϕ
ϕ

=
= =

特殊：

2 ( ), ( , )z f u u x yϕ= =（ ）

多元复合函数的几类情形：

[ ( ), ( )]z f t tϕ ψ=
dz
dt

求

z z
x y
∂ ∂
∂ ∂

求 和
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7.3.1   多元与一元的复合

证明

),()( tttu φ∆φ∆ −+=则 );()( tttv ψ∆ψ∆ −+=

定理 7.3.1 如果函数 )(tu φ= 及 )(tv ψ=
都在点t可导，函数 ),( vufz = 在对应点 ),( vu 具

有连续偏导数，则复合函数 )](),([ ttfz ψφ= 在对

应点t可导，且其导数可用下列公式计算： 

    
dt
dv

v
z

dt
du

u
z

dt
dz

∂
∂

+
∂
∂

= ． 

，获得增量设 tt ∆

1  自变量只有一个的情况


定理7.3.1　如果函数
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由于函数 ),( vufz = 在点 ),( vu 有连续偏导数 

当 0→∆u ， 0→∆v 时， 01 →ε ， 02 →ε  

当 0→∆t 时， 0→∆u ， 0→∆v  

1 2 ,z zz u v u v
u v

ε ε∂ ∂
∆ = ∆ + ∆ + ∆ + ∆

∂ ∂

0
lim = ,

t

u du
t dt∆ →

∆
∆ 0

lim = ,
t

v dv
t dt∆ →

∆
∆

1 20
lim 0

t

u v
t t

ε ε
∆ →

 ∆ ∆
+ = ∆ ∆ 

1 2
z z u z v u v
t u t v t t t

ε ε∆ ∂ ∆ ∂ ∆ ∆ ∆
= ⋅ + ⋅ + +

∆ ∂ ∆ ∂ ∆ ∆ ∆
= ( ),u t vϕ ⇒可导


由于函数
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u

v
tz

0
lim

tt t
dz
d

z
∆ →

∆
=

∆

( , )
( ) [ ( ), ( )]
( )

z f u v
u t z f t t
v t

ϕ ϕ ψ
ψ

=
 = =
 =

1 20 0
lim lim

t t

u v u v
t t t

z z
u v t

ε ε
∆ → ∆ →

∆ ∆ ∆ ∆   = ⋅ + ⋅ + +   ∆ ∆ ∆ ∆
∂
∂  ∂ 

∂

= z du z dv
u dt v dt
∂ ∂

⋅ + ⋅
∂ ∂

公式中的导数 称为全导数.dt
dz
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dt
dv

v
z

dt
du

u
z

dt
dz

⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

=

推广：例如 ),,( wvufz =
u
v
w

tz

dt
dw

w
z

dt
dv

v
z

dt
du

u
z

dt
dz

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

u

v
tz

链式法则：连线相乘，

分线相加

1 2 3t t tf u f v f w= + +
u t v t w tf u f v f w= + +

u t v t w tf u f v f w′ ′ ′= + +

1 2 3t t tf u f v f w′ ′ ′= + +
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2 当仅有一个中间变量时

),(),( yxuufz ϕ== )],([ yxfz ϕ=复合函数

z dz u
x du x
∂ ∂

= ⋅
∂ ∂

z dz u
y du y
∂ ∂

= ⋅
∂ ∂

uz
x
y

( ) ,x
df f u
du x

ϕ
ϕ

∂ ′= ⋅ = ⋅
∂

( ) y
df f u
du y

ϕ
ϕ

∂ ′= ⋅ = ⋅
∂
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解

ttuve t cossin +−= ttete tt cossincos +−=

转化为一元函数的求
导

1 sin cos

.

tz uv t u e v t
dz
dt

= + = =例 设 ，而 ， ，

求全导数

cos sintz e t t= +
z du z dv dt
u dt

d
v dt d

z z
t tdt

∂ ∂
= ⋅ + ⋅ + ⋅
∂ ∂

∂
∂

u
v
t

tz

注意： cos sintdz z e t t t
dt

= +是 对 求导

sin ,z z uv t t u v
t
∂

= +
∂

是 对 求偏导, 视 为常数

解法一：
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可导，验证其中设 )(,
)( 22 uf

yxf
yz
−

=

2

11
y
z

y
z

yx
z

x
=

∂
∂

+
∂
∂

例2

证明 d ff
du

′ =记

2 2, ( ),yz w f u u x y
w

= = = −原函数由 复合分析

uw
x

y

2
1z y

x w
w
x

∂ −
= ⋅ ⋅

∂
∂∂

dw u
dux x

w ∂
= ⋅

∂
∂∂

2
2yf x

f
′ ⋅

= −

2f x′= ⋅
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可导，验证其中设 )(,
)( 22 uf

yxf
yz
−

=

2

11
y
z

y
z

yx
z

x
=

∂
∂

+
∂
∂

例2

2 2, ( ),yz w f u u x y
w

= = = −原函数由 复合分析

uw
x

y

2
1 1z y

y w
w
yw

∂
= − ⋅

∂
⋅
∂∂

dw u
duy y

w ∂
= ⋅

∂
∂∂

2
( 2 )f y

f
f y′ ⋅ −− ⋅

=

2f y′= − ⋅
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可导，验证其中设 )(,
)( 22 uf

yxf
yz
−

=

2

11
y
z

y
z

yx
z

x
=

∂
∂

+
∂
∂

2

2
f

xfy
x
z ⋅′

−=
∂
∂

2
)2(

f
yfyf

y
z −⋅′−
=

∂
∂

)( 2

21
f

xfy
x

⋅′
−= ))(( 2

21
f

yfyf
y

−⋅′−
+

y
z

yx
z

x ∂
∂

+
∂
∂ 11

2y
z

=

例2

已求得
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定理7.3.1可推广到
中间变量是多元函数
的情况

7.3.2  多元与多元的复合

( , )
( , ),

( , )
u x y

z f u v
v x y

ϕ
ψ

=
=  =u

v

x
z

y
变量关系图：

链式法则：“连线相乘，分线相加”

=
∂
∂
x
z

⋅
∂
∂
u
z

x
u
∂
∂

⋅
∂
∂

+
v
z

x
v
∂
∂

xvxu vfuf ⋅+⋅=

=
∂
∂
y
z ⋅

∂
∂
u
z

y
u
∂
∂

⋅
∂
∂

+
v
z

y
v
∂
∂

yvyu vfuf ⋅+⋅=
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  定理 7.3.2 如果 ),( yxu φ= 及 ),( yxv ψ= 都在点

),( yx 具有对x和 y的偏导数，且函数 ),( vufz = 在对应

点 ),( vu 具有连续偏导数，则复合函数

)],(),,([ yxyxfz ψφ= 在对应点 ),( yx 的两个偏导数存

在，且可用下列公式计算  

   
x
v

v
z

x
u

u
z

x
z

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

，  
y
v

v
z

y
u

u
z

y
z

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

. 
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例 3 设 vez u sin= ，而 xyu = ， yxv += ，  

    求 
x
z

∂
∂

和
y
z
∂
∂

. 

解 =
∂
∂
x
z

⋅
∂
∂
u
z

x
u
∂
∂

⋅
∂
∂

+
v
z

x
v
∂
∂

1cossin ⋅+⋅= veyve uu

)cossin( vvyeu +=

=
∂
∂
y
z

⋅
∂
∂
u
z

y
u
∂
∂

⋅
∂
∂

+
v
z

y
v
∂
∂

1cossin ⋅+⋅= vexve uu

)cossin( vvxeu +=

注 也可由z=exysin(x+y)  而直接对x、y求偏导

( sin( ) cos( ))xye y x y x y= + + +

( sin( ) cos( )).xye x x y x y= + + +


例3 设
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注 1 上述公式可推广：中间变量及自变量的个数

可增加或减少.

z
w
v
u

y
x

x
y
t

z
u
v

2  复合函数中自变量与中间变量共存

具有导数，),( yxu ϕ=
的偏导数为：对则 yxyxyxfz ,],),,([ϕ=

设z=f (u，x，y)具有连续偏导数，

u
z

xx
u
x

f f∂ ∂
= ⋅

∂
∂

+
∂

∂ ∂∂

z
x

u dx
u x dx

z z
x

∂ ∂
= ⋅ + ⋅
∂ ∂

∂
∂

∂
∂z

u
x
y

x
y

×
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,
x
f

x
u

u
f

x
z

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂ .

y
f

y
u

u
f

y
z

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂

把复合函数 [ ( , ), , ]z f x y x yϕ= 中 

的 y看作不变而对x的偏导数 

把 ),,( yxufz =
中的u及 y看作不

变而对x的偏导数 

两者的区别

z=f (u，x，y) ( , ),u x yϕ= 既有中间变量，又有自变量

u z dx
u xx
zz

dxx
∂ ∂

= ⋅ + ⋅
∂ ∂

∂
∂

∂
∂

把

u
x
y

x
y

z

u
u x

z
xx
ff∂ ∂

= ⋅ +
∂ ∂ ∂
∂ ∂

∂
写成 x xuf u f= ⋅ + 1 2xf u f= ⋅ +


把复合函数
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而z=x2siny.  求

222

),,( zyxezyxfu ++==

，
x
u
∂
∂

y
u
∂
∂

解：
x
z

z
f

x
f

x
u

∂
∂

⋅
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

yxyxeyxx
2422 sin22 )sin21(2 +++=

y
z

z
f

y
f

y
u

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

yxyxeyyxy
2422 sin4 )cossin(2 +++=

yxzexe zyxzyx sin222
222222

⋅+= ++++

yxzeye zyxzyx cos22 2222222

⋅+= ++++

例4

1 2 31 0 xf f f z= ⋅ + ⋅ + ⋅

1 2 30 1 yf f f z= ⋅ + ⋅ + ⋅
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7.3.3  多元复合函数的高阶偏导数

 例 5  设 ),( xyzzyxfw ++= ， f 具有二阶 

     连续偏导数，求
x
w
∂
∂

和
zx

w
∂∂

∂ 2

. 

解 令 ,zyxu ++= ;xyzv =
记

=
∂
∂

x
w

x
v

v
f

x
u

u
f

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

1 2;f yz f′ ′= +

1 2( );f yz f= +

1 1
ff f
u

∂′ = =
∂

( , )w f u v=


 例5  设
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7.3.3  多元复合函数的高阶偏导数

 例 5  设 ),( xyzzyxfw ++= ， f 具有二阶 

     连续偏导数，求
x
w
∂
∂

和
zx

w
∂∂

∂ 2

. 

解 令 ,zyxu ++= ;xyzv =
注意

同理有 ,2f ′ ,11f ′′ .22f ′′

2 11 22, , .f f f

1 1
ff f
u

∂′ = =
∂

2

12 12 ,ff f
u v
∂′′ = =
∂ ∂

( , )w f u v=
,u v仍是关于 的函数


 例5  设
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=
∂∂

∂
zx

w2

)( 21 fyzf
z

′+′
∂
∂

z
v

v
f

z
u

u
f

∂
∂
⋅

∂
′∂

+
∂
∂
⋅

∂
′∂ 11 ;1211 fxyf ′′+′′=

z
v

v
f

z
u

u
f

∂
∂
⋅

∂
′∂

+
∂
∂
⋅

∂
′∂ 22 ;2221 fxyf ′′+′′=

于是 =
∂∂

∂
zx

w2

1211 fxyf ′′+′′ 2fy ′+ )( 2221 fxyfyz ′′+′′+

.)( 222
2

1211 fyfzxyfzxyf ′+′′+′′++′′=

,zyxu ++=
;xyzv = ( , )w f u v=

x
w
∂
∂

1 2;f yz f′ ′= +

2
1 2 ;yf z

z
yf f

z
′ ′∂ ∂

= ′ +
∂

+
∂

1f
z
′∂
=

∂
2f
z
′∂
=

∂
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解 zx =2f′(2x+y) + f1· 2 + f2· ycosx

zxy = 2f″ (2x+y) +2(f11· (－1) + f12· sinx)+ 

f2· cosx+ ycosx(f21· (－1) + f22· sinx)

= 2f″ (2x+y) － 2f11+2 f12 sinx+ f2cosx 

－ y f21cosx + y f22 sinxcosx

6 (2 ) (2 , sin ), xyz f x y f x y y x z= + + −例 设 求
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设z=f (u,v)具有连续的偏导数，则有

dv
v
zdu

u
zdz

∂
∂

+
∂
∂

=

( , ), ( , )u x y v x yϕ ψ= =又设 也具有连续偏导时，

的全微分为：则复合函数 )],(),,([ yxyxfz ψϕ=

dy
y
zdx

x
zdz

∂
∂

+
∂
∂

=

7.3.4  微分求导法 ——一阶微分形式不变性

z
v

u v dx
x

z
xu

∂ ∂ = ⋅ + ⋅
∂

 ∂ ∂∂ 
∂
∂

z
v

u v dy
y y

z
u

 ∂ ∂
+ ⋅ + ⋅

∂
 ∂ ∂∂ 

∂
∂
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不论z是自变量u、v函数，或是中间变量u、v的函数，
它的全微分形式是一样的，都是

dv
v
zdu

u
zdz

∂
∂

+
∂
∂

=

这个性质叫全微分形式的不变性.

利用这一性质，可求复合函数、隐函数的偏导数。

du
u
z

∂
∂

= .dv
v
z
∂
∂

+

u udx dy
y

z
xu

 ∂ ∂
= + ∂ ∂

∂

∂
v vdx dy

y
z

xv
 ∂ ∂

+ + ∂ ∂

∂

∂

( , ), ( , ), ( , )z f u v u x y v x yϕ ψ= = =
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例 7  已知 02 =+−− zxy eze ，求
x
z

∂
∂

和
y
z
∂
∂

. 

解 ,0)2( =+−− zxy ezed

,02)( =+−−∴ − dzedzxyde zxy

)()2( ydxxdyedze xyz +=− −

dy
e
xedx

e
yedz z

xy

z

xy

)2()2( −
+

−
=

−−

x
z

∂
∂ ,

2−
=

−

z

xy

e
ye

y
z
∂
∂

.
2−

=
−

z

xy

e
xe


例7  已知
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小结

本节主要讨论了多元复合函数的概念.

本节要求理解多元复合函数的概念；熟练掌

握多元复合函数（特别是抽象函数）的一阶、二

阶偏导数的计算.
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